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Definition. Zwei Mengen A, B heiflen gleichmdchtig (in Formeln: |A| = |B]), wenn es
eine bijektive Abbildung f: A — B gibt.

Aufgabe 1 (2+2+3+3 Punkte). Zeigen Sie jeweils, dass folgende Mengen gleichméchtig
sind:

(i) Rund (—1,1),
(ii) (—1,1) und (a,b) fir beliebige a,b € R mit a < b,
(ifii) (—1,1) und [—1,1],
(iv) R und [0, c0).
Aufgabe 2 (10 Punkte). Eine Menge M heifit endlich, falls es n € N und eine bijektive
Abbildung f: M — {1,...,n} gibt.

Zeigen Sie: Die Zahl n ist eindeutig bestimmt, das heifit falls es n,m € N und bijektive
Abbildungen f: M — {1,...,n} und g: M — {1,...,m} gibt, so folgt n = m.

Dies rechitfertigt die Definition #M = n fiir die Anzahl der Elemente einer Menge.

Losung. Seienn,m € N, sowie f: M — {1,...,n}und g: M — {1,...,m} bijektiv. Dann
ist h .= fogt:{1,...,m} — {1,...,n} ebenfalls bijektiv. Wir zeigen nun folgendes
Lemma, woraus dann die Behauptung folgt.

Lemma (Schubfachprinzip). Sei n € N. Setze [n] := {1,...,n}. Fualls f: [n] — [n]
injektiv ist, so ist f auch surjektiv.

Man bemerke, dass das Lemma intuitiv absolut klar ist: Wenn man n Objekte auf n ver-
schiedene Facher verteilen will, so muss man in jedes Fach ein Objekt legen und kann
keines auslassen. Nichtsdestrotz bendtigt die Aussage einen rigorosen Beweis.

Beweis des Lemmas. Wir beweisen das Lemma mit Induktion tiber n € N.

Induktionsanfang: Fur n = 1 ist [1] = {1}. Die einzige Funktion f: [1] — [1] ist gegeben
durch f(1) =1 und diese ist offensichtlich injektiv und surjektiv.
Induktionsschritt: Angenommen, fiir ein n € N gilt, dass jedes injektive f: [n] — [n] auch

surjektiv ist (Induktionsvoraussetzung). Wir zeigen, dass dies auch fiir jede Funktion
n+1] — [n+ 1] gilt.



Sei f: [n+ 1] = [n + 1] injektiv. Wir unterscheiden zwei Félle:

o Fall 1: f(k) # n+ 1 fur alle & € [n]. Dann ist die Einschrankung von f auf die
Menge [n] eine Abbildung [n] — [n] und ebenfalls injektiv, da f injektiv ist. Nach
Induktionsvoraussetzung ist die Einschrankung von f auf [n] surjektiv. Daraus folgt
f(n+1) ¢ [n] (sonst ware f nicht injektiv), also f(n+1) =n+1 und f ist surjektiv.

o Fall 2: f(k) = n+ 1 fir ein k € [n]. Da f injektiv ist, ist k& eindeutig bestimmt.
Definiere g: [n + 1] = [n + 1],

fln+1) m=F
glm) :=<n+1 m=n+1
f(m) m#km#n+1

Dann ist ¢ injektiv und fiir alle k& € [n] ist g(k) # n + 1 nach Konstruktion. Also
lasst sich Fall 1 auf g anwenden, woraus folgt, dass g surjektiv ist und damit auch

f.
u

Kehren wir zum Beweis unserer Aussage zurtick. Angenommen, m # n. Wir konnen ohne
Einschrénkung m > n annehmen, sonst vertauschen wir die Rollen von m und n. Die
Einschréinkung & der Abbildung h auf [n] ist eine Abbildung [n] — [n] und injektiv, da h
injektiv ist. Nach obigem Lemma folgt, dass h surjektiv ist. Da h(n + 1) € [n] folgt, dass
es ein k € [n] gibt mit

h(k) = h(k) = h(n +1),

was ein Widerspruch zur Injektivitdt von h ist. Also muss n = m gelten, wie behauptet.

[
Aufgabe 3 (2 + 4 + 4 Punkte). Zeigen Sie:

(i) Fur jedes n € N ist N” gleichméchtig zu N.
Hinweis: Sie diirfen die aus Lineare Algebra, Ubungsblatt 3, Aufgabe 1b) bekannte
Tatsache verwenden, dass N? gleichmdchtig zu N ist.

(ii) Die Menge X aller endlichen Teilmengen von N ist abzéhlbar.
Hinweis: Fir k € Ny sei N<j, die Menge aller Teilmengen von N mit hochstens k
Elementen und bemerke, dass X = Ugen, N<k-

(iii) Die Potenzmenge P(N) (Menge aller Teilmengen von N) ist iiberabzéhlbar.
Hinweis: Fir f: N — P(N) betrachte die Menge M :={x € N: z ¢ f(x)}.

Lésung. (i) Wir fithren den Beweis mittels Induktion iiber n € N,n > 2.
Induktionsanfang: n = 2: N? ist gleichméchtig zu N nach dem Hinweis.

Induktionsschritt: Angenommen, N ist gleichméchtig zu N fiir ein n € N mit n > 3. Sei
g: N® — N die entsprechende bijektive Abbildung. Zudem sei f: N> — N eine Bijektion,
die wieder nach dem Hinweis existiert.



Wir definieren h: N*t! — N durch

h(kh R kn+1> = f(g(klv sy kn)a knJrl)

fir alle (ki,...kny1) € N*TL Bijektivitdt von h folgert man nun leicht aus der entspre-
chenden Eigenschaft von g bzw. f.

(ii) Fiir jedes k € Ny sei N<j, die Menge aller Teilmengen von N mit hochstens k& Elementen.
Wir behaupten, dass N« fiir jedes k& € N abzéhlbar ist. Fiir £ = 0 ist N<g = {0}, also ist
N« endlich und damit abzahlbar. Sei nun k& € N. Definiere die Abbildung

fkiNk_)Ngky fk(nl,---,nk:) = {nl,...,nk}.

Diese ist offensichtlich surjektiv. Zudem existiert nach Aufgabenteil (i) eine bijektive, also
insbesondere surjektive Abbildung g;: N — N*. Die Funktion

hi = frogr: N— Ny

ist als Verkettung surjektiver Funktionen surjektiv (bekannt aus linearer Algebra). Es
folgt, dass N« fiir jedes k& € Ny abzéhlbar ist. Wegen

X =J Nk

keNy

ist X als abzahlbare Vereinigung abzédhlbarer Mengen wieder abzahlbar.

(ii) Angenommen, es gidbe eine surjektive Abbildung f: N — P(N). Wir definieren wie
im Hinweis angedeutet die Menge

M:={zeN:z¢ f(x)}.

Nach Annahme gibt es ein € N mit f(z) = M. Nun gilt aber v € M < = ¢ f(x) = M,
Widerspruch. Also gibt es keine solche Surjektion f und P(N) ist iiberabzahlbar. O

Aufgabe 4 (3 + 7 Punkte). Gegeben sei die Menge
a:=0"U{geQ:q¢ <2},

wobei r* := {q € Q: ¢ < r} fir r € Q. Zeigen Sie:

(i) «a ist ein Dedekindscher Schnitt,

(i) a-a=2%
Man kann « also als Darstellung von V2 als Dedekindscher Schnitt auffassen.

Lésung. (i) Wir prifen die drei definierenden Eigenschaften eines Dedekindschen Schnittes
nach.

(a) 0 € v, also a # ) und 2 ¢ «, also a # Q.

(b) Sei p € a und ¢ € Q mit ¢ < p. Falls ¢ < 0, folgt sofort ¢ € 0* C «. Falls 0 < ¢ < p,
so ist 0 < ¢ < p? < 2, also wieder ¢ € a.

(c) Sei p € av. Wir miissen zeigen, dass es ein r € a gibt r > p. Falls p € 0*, so ist p < 0.
Aus der Vorlesung wissen wir, dass es zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen immer
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eine rationale Zahl gibt, also finden wir in diesem Fall r € Q mit p < r < 0 und damit
auch r € 0* C a.

Nun zum Fall p > 0 mit p? < 2. Wir miissen ein r € Q finden mit p < r? < 2. Dies wurde
in der Vorlesung bereits getan (die letzte Behauptung vor dem Abschnitt Supremumsei-

genschaft): Die Zahl
2p+2
ro=

p+2

€cQ

liefert das Gewiinschte.

(ii) Da o > 0* (beziglich der auf der Menge der Dedekindschen Schnitte definierten

Ordnung) ist das Produkt « - v einfach gegeben durch
a-a={peQ:p<rsfiremn0<re€aundein<seEa}.

Wir zeigen die beiden Inklusionen « - o« C 2* und « - @ O 2*.

"C*: Seil p € a - . Dann existieren 0 < r, s € a mit p < rs. Daraus folgt
p? <r?s? <2.2=4,

also p < 2 und somit p € 2*.

"D Sei p € 2*. Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass p > 1, sonst wéahle r := s := 1,
wofiir 0 < r,s € aund p < 1 = rs gilt. Aus p < 2 folgt % > 1, also koénnen wir mit dem
archimedischen Axiom ein n € N finden mit

1 2
14+ —-<-.
nop

Definiere )
k

m:=max{k:€N:2<2}.
n

Dieses Maximum ist wohldefiniert, da jede nichtleere, beschrinkte Menge nattirlicher Zah-
len ein Maximum besitzt (Ubungsaufgabe, leichte Induktion). Dann gilt nach Definiton

von m
2

m
Tz < 2 (1)
sowie ( 1y
m +

Weiter ist m > n und damit erfullt m ebenfalls

1 1 2
I+ —<1+-<-. (3)
m n o p
Wir setzen nun 7 := 2 € Q, s := p- = € Q. Dann gilt offensichtlich r,s > 0,p =17 -s und
r? < 2 folgt sofort aus (1. Es verbleibt zu zeigen, dass s* < 2. Dazu schitzen wir ab:

2 2 2 21
9 oM 5 (m+1) n (®) 2<m+1) 1@ ,41
=p°— = < — ) = <p==-=2
TP TP T (m+1)2_p 2 pp22
Es folgt p € a - a, was zu zeigen war. O]
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